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Avant-propos

Ce document est une version augmentée et regroupée des notes de deux cours enseignés à l’académie militaire de Cherchell, respectivement en première année et en deuxième année de master de propulsion et énergétique. Ces enseignements se composent à la fois de cours magistraux et de séances de travaux dirigés construites autour d’exemples et des exercices à résoudre ce qui permettra d’apprendre tout en appliquant.

L’objectif de ce travail est de présenter la méthode des volumes finis et d’étudier des schémas numériques adaptés à la simulation de certains problèmes intervenant en mécanique des fluides, ainsi que d’introduire aux étudiants les techniques mathématiques de la résolution numérique des équations à dérivées partielles (E.D.P.) interviennent dans de nombreux domaines de physique.

Il est à noter que la méthode des volumes finis consiste à subdiviser le domaine en petit volumes, puis d'intégrer les équations de conservation sur chacun de ces volumes finis (volume de control). Les valeurs des variables de l'écoulement pour chaque volume de control sont définies au centre du volume tandis qu'au niveau des surfaces de ces volumes, on utilise des schémas d'interpolation pour les évaluer. Cette méthode permet de prendre en compte la présence d'obstacles dans l'écoulement des fluides et garantit la conservation de masse et de quantité de mouvement dans tout le domaine de calcul. Un autre avantage de cette méthode sur les différences finies est qu'elle s'adapte facilement à des géométries complexes qui interviennent dans de nombreux problèmes industriels.

Ce polycopié s’organise en quatre chapitres présentés dans la suite.

Le premier chapitre sera consacré à l’exposer de la méthode des volumes finis pour le problème de la diffusion pure.

Le deuxième chapitre sera consacré à l’exposer de la méthode des volumes finis pour le problème de la conduction instationnaire.

L’objet du troisième chapitre sera l’utilisation de la méthode des volumes finis pour le problème stationnaire de diffusion-convection.

Le quatrième chapitre, concerne la résolution des systèmes d’équation (Navier-Stokes) en utilisant l’algorithme de correction de pression SIMPLE.

 

 



 

Chapitre 1

1. Problème stationnaire de diffusion pure

1.1- Introduction

Les méthodes des volumes finis ont été parmi les premières à atteindre un stade de développement avancé pour les calculs d’écoulements stationnaires et instationnaires. Elles ont permis une prise en compte complète des effets de non linéarité et de compressibilité ainsi que les effets de viscosité à l’aide des équations de Navier-Stokes, et de turbulence.

Les méthodes aux volumes finis ont supplanté les méthodes classiques basées sur les différences finies dans le traitement des problèmes complexes notamment tridimensionnels.

La technique comprend trois étapes importantes :

1- le maillage : il consiste à diviser le domaine en plusieurs intervalles réguliers appelés volumes de contrôle.

2- La discrétisation : lors de cette étape les équations sont intégrées dans les volumes de contrôle. 3- Solution des équations

1.2 Etude d’un problème de diffusion à une dimension

Soit le problème de transport de la variable [image: image01.jpg] par diffusion régi par l’équation suivante :

[image: image002.png] (1.1)

Où : Γest le coefficient de diffusion et S le terme source.

A une dimension, l’équation (1.1) prend la forme suivante :

[image: image003.png] (1.2)

Etape 1 : Maillage

La première étape dans cette méthode consiste à diviser le domaine de calcul en un nombre fini et discret de volume de contrôle (non nécessairement uniforme). L’opération consiste à subdiviser le domaine de calcul (Ligne AB) en un certain nombre de segments (Volume de contrôle). Le centre de chaque volume (P) est placé exactement au milieu du segment correspondant, figure 1.1.

Il est commode de s’arranger pour que les facettes des nœuds de frontières coïncident exactement avec les frontières du domaine de calcul.

[image: image004.png]

Figure 1.1 : Maillage unidimensionnel

Dans le cas de la figure 1.1 le domaine de calcul est divisé en cinq volumes de contrôles.

 

Système de notation :

La valeur de  maintenue constante aux frontières. E et W sont appelés ‘ Est ‘ et ‘ Ouest’.

P, E et W sont appelés nœuds et Δx le pas., figure 1.2.

[image: image005.png]

 

 

Figure 1.2 : Zone d’intégration de la méthode aux volumes finis pour un problème 1D

Etape 2 : Discrétisation

L’intégration de l’équation (1.2) donne :

[image: image006.png] (1.3)

Soit : [image: image007.png] (1.4)

Où  est une valeur moyenne du terme source sur le volume de contrôle.

En général, le terme source peut dépendre de la fonction [image: image009.png] elle-même. C’est pourquoi on l’écrit :

[image: image010.png]  (1.5)

L’équation (1.3) peut se mettre sous la forme :

[image: image011.png]  (1.6)

Avec : [image: image012.png]

Les volumes de contrôle étant choisis réguliers, on peut supposer que le nœud P occupe une position d’indice i, le nœud W, la position d’indice i-1, le nœud E, la position d’indice i+1, etc. L’équation (1.6) peut donc se mettre sous la forme suivante :

[image: image013.png] (1. 7)

L’équation (1.7) est donc construite pour tous les volumes de contrôle du domaine d’intégration qui ne sont pas influencés par les conditions aux limites. Afin de tenir compte des conditions aux limites, un traitement spécial est réservé aux nœuds se trouvant aux frontières. Le système d’équations résultant est un système d’équations algébriques linéaires comportant autant d’équations que d’inconnues.

Etape 3 : Solution des équations

La distribution discrète de la variable  sur le domaine de calcul peut alors être obtenue par les méthodes directes de résolution des systèmes d’équations linéaires : inversion de la matrice du système, méthode des déterminants,...

Cependant, on préfère les méthodes itératives telles que la méthode de Gauss-Seidel ou la méthode de Jacobi qui sont bien adaptées pour ce genre de systèmes à matrice bande. Mais comme pour tout calcul itératif, il faudra alors définir un critère de convergence pour pouvoir arrêter les calculs à un moment donné.

Remarque : L’énoncé des exercices ci-dessous est inspiré du cours de [1].

Exercice 1.1 :

On considère une barre cylindrique, sans source de chaleur, ayant l’aire transversale

A=0.01 m2 et la longueur L = 0.5 m . Les extrémités, A et B de la barre sont maintenues

aux températures constantes de 100 °C et de 500 °C respectivement.

Calculer la distribution de la température le long de la barre en utilisant un maillage à 5 nœuds.

[image: image014.png] Données : λ=1000 W/m/K

 

 

 

Solution

La distribution de la température est gouvernée par l’équation :

[image: image015.png]  (1. 8)

Le domaine d’analyse est divisé en cinq nœuds, donc :

[image: image016.png]

Pour les nœuds intérieurs (2 ,3et 4) l’équation discrétisée est :

[image: image017.png] (1.9)

Où [image: image018.png]

	

	

	[image: image021.png]

	

	


	

	

	

	[image: image027.png]

	[image: image028.png]



L’expression des coefficients est donnée dans le tableau ci-dessous.

 

 

Les nœuds frontières nécessitent un traitement spécial pour l’implémentation des conditions aux limites. Le coefficient de la face considérée est annulé (coupant la liaison avec la frontière) et le flux à travers cette frontière est introduit sous forme de source [image: image029.png]ou[image: image030.png].

Nœud 1 : Tw =TA

L’équation (1.4) devient :

[image: image031.png]

Et après arrangement :

[image: image032.png] (1.10)

 

Ou encore : 

Avec : [image: image034.png]

	

	

	

	

	


	[image: image037.png]

	0

	[image: image038.png]

	[image: image039.png]

	[image: image040.png]

  



Que l’on peut écrire avec les notations :

 

 

 

Nœud 5 : Te =TB

De façon similaire, l’équation (1.4) devient :

[image: image041.png]

Et après arrangement :

[image: image042.png] (1.11)

Avec : 

	

	

	

	

	


	0

	[image: image043.png]

	

	[image: image044.png]

	[image: image045.png]



 

 

 

Application numérique :

	NÅ�ud

	

	

	

	

	[image: image046.png]


	1

	0

	100

	200[image: image047.png]

	-200

	300


	2

	100

	100

	0

	0

	200


	3

	100

	100

	0

	0

	200


	4

	100

	100

	0

	0

	200


	5

	100

	0

	200[image: image048.png]

	-200

	300



Le domaine d’analyse est divisé en cinq nœuds, ce qui donne : [image: image049.png]

Après la substitution des valeurs numériques, on obtient le système d’équation suivant :

[image: image050.png]=[image: image051.png]

 

La figure ci-dessous montre clairement que les deux solution, numérique et analytique ([image: image052.png]) se coïncident.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.3 : Evolution de la température en fonction de la distance

 

Exercice 1.2 : Considérons une plaque d’épaisseur L = 2 cm, et de conductivité thermique constante λ=0.5W/m/K, assez haute et large pour qu’on puisse considérer que le transfert de chaleur existe seulement dans le sens de l’épaisseur. Les deux faces de la plaque sont maintenues à des températures constantes de 100°C et 200°C.

Supposons qu’il existe une génération de chaleur interne uniforme de [image: image053.png].

Calculer la distribution de la température à travers l’épaisseur de la plaque. Comparer le résultat avec la solution analytique :

[image: image054.png]  (1. 12)

Solution

L’équation différentielle qui gouverne la distribution de la température est la suivante :

[image: image055.png]  (1. 13)

L’intégration de l’équation (1.13) donne :

[image: image056.png]  (1. 14)

La première intégrale est évaluée comme dans l’exemple précédent. La deuxième intégrale, qui contient le terme source, est évaluée en considérant une valeur moyenne de S sur le volume de contrôle.

L’équation (1.14) peut être écrite ainsi :

[image: image057.png]  (1.15)

Soit :

[image: image058.png]  (1.16)

La génération de chaleur interne est uniforme ([image: image059.png]).

Après regroupement et arrangement :

[image: image060.png] (1.17)

Ou encore :

	[image: image061.png]

	

	

	

	


	

	

	

	

	[image: image063.png]



[image: image064.png]

 

 

L’équation (1.17) est valable pour les nœuds intérieurs (2,3 et 4).

Nœud 1 : L’équation (1.13) devient :

 

[image: image065.png]

Et après arrangement :

[image: image066.png] (1.18)

[image: image067.png]avec 

	[image: image068.png]

	

	

	

	[image: image069.png]


	[image: image070.png]

	0

	[image: image024.png]

	

	



 

 

Nœud 5 : L’équation (1.16) devient :

[image: image072.png]

Et après arrangement :

[image: image073.png](1.19)

	[image: image074.png]

	

	

	

	


	0

	

	[image: image025.png]

	

	[image: image071.png]



 

 

 

 

 

Application numérique :

Le domaine d’analyse est divisé en cinq nœuds, ce qui donne : [image: image075.png]

[image: image076.png]

	NÅ�ud

	[image: image077.png]

	

	

	

	


	1

	0

	125

	4000+250

	-250

	375


	2

	125

	125

	4000

	0

	250


	3

	125

	125

	4000

	0

	250


	4

	125

	125

	4000

	0

	250


	5

	125

	0

	4000+250[image: image083.png]

	-250

	375



 

=[image: image085.png]

	NÅ�ud

	1

	2

	3

	4

	5


	[image: image086.png]

	0.002

	0.006

	0.01

	0.014

	0.018


	Solution numÃ©rique

	150

	218

	254

	258

	230


	Solution exacte

	146

	214

	250

	254

	226


	Erreur relative

	2.73

	1.86

	1.60

	1.57

	1.76



La figure 1.3 compare les résultats numériques avec la solution analytique.

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.3 : Evolution de la température en fonction de la distance

Exercice 1.3 : Soit une ailette de refroidissement de section droite cylindrique. La base de l’ailette est maintenue à une température constante égale à 100°C ([image: image088.png]). L’autre extrémité est adiabatique. L’ailette est exposée à une température ambiante de 20°C. Le transfert de chaleur est contrôlé par l’équation suivante.

 (1.20)

Où h représente le coefficient d’échange thermique par convection, P le périmètre de l’ailette et λ le coefficient de conductivité thermique, la température de l’air ambiant.

- Calculer la distribution de la température le long de l’ailette et comparer le résultat avec la solution analytique.

[image: image090.png]  (1.21)

Où[image: image091.png], L est la longueur de l’ailette.

Données : L=1m, [image: image092.png]

Solution :

 

 

 

Figure 1.4 : Maillage utilisé pour l’exercice 1.3

L’équation différentielle qui gouverne le transfert thermique dans ce cas est :

[image: image093.png]  (1.22)

Où h est le coefficient de transfert thermique par convection, P est le périmètre, [image: image094.png] est la conductivité thermique et T∞ est la température du milieu extérieur.

L’équation (1.22) peut s’écrit sous la forme :

[image: image089.png] ; [image: image095.png] (1.23)

La solution analytique est donnée par la relation suivante:

[image: image096.png] (1.24)

L’intégration de l’équation (1.24) donne :

[image: image097.png] (1.25)

La première intégrale est évaluée comme dans l’exemple précédent. La deuxième intégrale, qui contient le terme source, est évaluée en considérant une valeur moyenne de S

sur le volume de contrôle. L’équation (1.17) peut être écrite ainsi :

[image: image098.png]  (1.25)

[image: image099.png]  (1.26)

 

Pour les nœuds intérieurs, l’équation (1.26) devient : :

[image: image100.png] 

En regroupant les termes, on obtient :

[image: image101.png](1.28)

	[image: image102.png]

	[image: image103.png]

	

	

	


	

	

	

	[image: image107.png]

	





 

 

Nœud 1 : L’équation (1.26) devient :

[image: image109.png]

Et après arrangement :

 (1.29)

[image: image110.png]

	[image: image111.png]

	

	

	

	


	

	0

	

	

	



 

 

Nœud 5 : L’équation (1.26) devient :

[image: image112.png]

Et après arrangement :

[image: image113.png] (1.30)

	[image: image114.png]

	[image: image115.png]

	[image: image019.png]

	[image: image020.png]

	


	0

	[image: image022.png]

	[image: image023.png]

	[image: image106.png]

	[image: image026.png]



[image: image108.png]

 

 

Application numérique : [image: image116.png]

	NÅ�ud

	[image: image033.png]

	[image: image117.png]

	

	

	


	1

	0

	5

	100+10

	-15

	20


	2

	5

	5

	100

	-5

	15


	3

	5

	5

	100

	-5

	15


	4

	5

	5

	100

	-5

	15


	5

	5

	0

	100

	-5

	15



 

Après la substitution des valeurs numériques, on obtient le système d’équation suivant :

=[image: image084.png]

	NÅ�ud

	1

	2

	3

	4

	5


	[image: image118.png]

	0.1

	0.3

	0.5

	0.7

	0.9


	Solution numÃ©rique

	64.22

	36.91

	26.50

	22.60

	21.30


	Solution exacte

	68.52

	37.86

	26.61

	22.53

	21.21


	Erreur relative

	6.27

	2.51

	0.41

	0.31

	0.42



la figure ci-dessous compare les résultats numériques avec la solution analytique.

 

 

 

Il est à noter qu’un maillage raffiné fournit des résultats plus précis. Pour 10 nœuds la solution devient :

	NÅ�ud

	[image: image119.png]

	Solution numÃ©rique

	Solution exacte

	Erreur relative


	1

	0.05

	80.59

	82.31

	2.08


	2

	0.15

	56.94

	57.79

	1.47


	3

	0.25

	42.53

	42.39

	0.93


	4

	0.35

	33.74

	33.92

	0.53


	5

	0.45

	28.40

	28.46

	0.21


	6

	0.55

	25.16

	25.17

	0.03


	7

	0.65

	23.21

	23.19

	0.08


	8

	0.75

	22.06

	22.03

	0.13


	9

	0.85

	21.47

	21.39

	0.37


	10

	0.95

	21.13

	21.11

	0.09



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.5 : Evolution de la température en fonction de la distance

 

Chapitre 2

Problème instationnaire de diffusion pure

2.1 Introduction

Les étapes de maillage et discrétisation restent les même que pour les cas des problèmes

stationnaires. Dans ce genre de problème, en plus des conditions aux limites on a besoin des conditions initiales. C’est à dire une distribution initiale de la solution pour le temps zéro. Les variables auront deux indices : le premier se rapportant au temps et le deuxième à l’espace.

2.1 Etude d’un problème de conduction à une dimension

L’équation de diffusion 1D s'écrit sous forme :

 (2.1)

Les étapes de maillage et discrétisation restent les même que pour les cas des problèmes

stationnaires. La différence majeure repose sur l’intégration qui se fait aussi bien sur le volume du domaine que sur l’intervalle de temps et, t t Δtt.

L’intégration double de l’équation (1.21) donne :



[image: image121.png] (2.1)

On pose :  [image: image122.png]  (2.2)

[image: image123.png] (2.3)

Où

[image: image124.png] : Température au nœud p et à l’instant [image: image125.png]

[image: image126.png] : Température au nœud p et à l’instant [image: image127.png]

Il est à noter que :

[image: image128.png] (2.4)

Remplaçons (2.2) et (2.3) dans (2.1), nous obtenons :

[image: image129.png]

[image: image130.png]  (2.5)

 

 

Après groupement et arrangement :

[image: image131.png]

[image: image132.png] (2.6)

[image: image133.png]

[image: image134.png]  (2.7)

Avec :[image: image135.png]; [image: image136.png]

Suivant les valeurs de [image: image137.png] on aura les schémas temporel Suivants :

1-Schéma explicite ([image: image138.png])

2-Schéma implicite ([image: image139.png])

3-Schéma de Crank- Nicolson ([image: image140.png])

 

2.2.1 Schéma explicite ()

L’équation (1.27) devient :

 (2.8)

[image: image143.png]

Ou encore :   [image: image141.png]  (2.9)

On obtient pour les coefficients : [image: image144.png]

Remarque importante : Pour que le coefficient de  soit positif il faut que :

[image: image146.png]

Ce qui donne :  [image: image147.png]

[image: image148.png]  (2.10)

2.2.2 Schéma de Crank- Nicolson ([image: image149.png])

L’équation (1.27) devient :

 

[image: image150.png] (2.11)

[image: image151.png]

[image: image152.png]+[image: image153.png] (2.12)

[image: image154.png]

 

2.2.3 Schéma Implicite ([image: image155.png])

L’équation (2.6) devient :

[image: image156.png] (2.13)

[image: image157.png]

[image: image142.png]  (2.14)

[image: image158.png]

Exercice 2.1 :

Une plaque métallique mince se trouve initialement à une température uniforme de 200 °C.

À l’instant t = 0 la température de la paroi “East” de la plaque est brusquement réduite à 0 °C Les autres surfaces de la plaque sont isolées.

1. Utiliser le schéma explicite de la méthode des volumes finis, pour un pas de temps

adéquate, pour calculer la distribution transitoire de la température et comparer les

résultats avec la solution analytique aux instants (i) t = 40 s, (ii) t = 80 s, (iii) t = 120 s ;

2. Calculer la solution numérique pour un pas de temps limite, donné par la formule (1.30), pour t=40s et comparer avec la solution analytique.

on donne : la longueur de la plaque L = 2 cm, la conductivité thermique [image: image145.png] et  [image: image159.png].

Solution

L’équation de la conduction thermique 1D s'écrit sous forme :

[image: image160.png] (2.15)

- condition initiale : T = 200 °C à t = 0

- condition aux limites : pour [image: image161.png][image: image162.png]à x=0 et T =0 à x =L,

La solution analytique est donnée par la relation suivante:

[image: image163.png]  (2.16)

[image: image164.png]

[image: image165.png]

Figure 2.1 : Maillage utilisé pour l’exercice 2.1

Schéma explicite

Nœud 1 : [image: image166.png]

L’équation (2.8) devient :

[image: image167.png] (2.17)

Nœuds intérieurs (2 ,3 et 4)

[image: image168.jpg](2.18)

Avec : 

Nœud 5 : [image: image170.png]

 (2.19)

Les cinq nœuds précédents s’écrivent sous la forme compacte suivante :

	Â NÅ�ud

	

	

	[image: image174.png]


	1

	0

	

	


	2,3,4

	

	

	0


	5

	

	0

	



 

Remarque : Le pas du temps doit satisfait la condition de stabilité (2.10), donc :





On peut choisir [image: image177.png]

Application numérique :

[image: image178.png]0.004 m ; [image: image179.png]

Après la substitution des valeurs numériques, dans les équations (2.17), (2.18) et (2.19), on obtient : Nœud 1 : [image: image180.png]

Nœuds 2 ,3 ,4 : [image: image181.png]

Nœud 5 : [image: image182.png]

Le tableau 2.1 présente un exemple de calcul.

	NÅ�uds

	1

	2

	3

	4

	5


	t=0 s

  

	[image: image183.png]200

  

	[image: image184.png]200

  

	[image: image185.png]200

	[image: image186.png]200

	[image: image187.png]200


	t=2 s

  

  

  

	200[image: image188.png]

  

 [image: image189.png]200

  

	200[image: image190.png]

  

 [image: image191.png]200

	200[image: image192.png]

  

 [image: image193.png]200

	200[image: image194.png]

  

 [image: image195.png]200

	200[image: image196.png]

  

 [image: image197.png]


	t=4 s

  

  

  

	200[image: image198.png]

  

  

  

 [image: image199.png]200

  

	200[image: image200.png]

  

  

  

 [image: image201.png]200

	200[image: image202.png]

  

  

  

 [image: image203.png]199.21

	200[image: image204.png]

  

  

  

 [image: image205.png]193.75

	200[image: image206.png]

  

  

  

 [image: image207.png]118.75


	Tableau 2.1



 

Les résultats numériques obtenus sont présentés dans le tableau 2.2

	NÅ�uds

	1

	2

	3

	4

	5

	 


	 [image: image208.png]

	Temps (t)

	[image: image209.png]x=0.0

	[image: image210.png]x=0.002

	[image: image211.png]x=0.006

	x=0.01

	x=0.0

	x=0.014

	x=0.018


	0

	0

	200

	200

	200

	200

	200

	200

	200


	1

	2

	200

	200

	200

	200

	200

	150

	0


	2

	4

	200

	200

	200

	200

	193.75

	118.75

	0


	3

	6

	200

	200

	200

	199.21

	185.16

	98.43

	0


	4

	8

	200

	200

	199.9

	197.55

	176.07

	84.66

	0


	5

	10

	199.98

	199.98

	199.62

	195.16

	167.33

	74.92

	0


	6

	12

	199.94

	199.94

	199.11

	192.24

	159.26

	67.74

	0


	7

	14

	199.83

	199.83

	198.35

	188.98

	151.94

	62.24

	0


	8

	16

	199.65

	199.65

	197.36

	185.52

	145.36

	57.89

	0


	9

	18

	199.37

	199.37

	196.17

	181.98

	139.45

	54.35

	0


	10

	20

	199.97

	199.97

	194.79

	178.44

	134.12

	51.40

	0


	Tableau 2.2



Le tableau 2.3 montre les résultats numériques et analytiques aux instants 40, 80 et 120 s.

 

	 

	Temps (t=40s)

	Temps (t=80s)

	Temps (t=120s)


	NÅ�uds

	Solution exacte

	Solution NumÃ©rique

	Erreur relative (%)

	Solution exacte

	Solution NumÃ©rique

	Erreur relative (%)

	Solution NumÃ©rique

	Solution exacte

	Erreur relative (%)


	1

	188.39

	188.64

	0.13

	153.33

	152.65

	0.43

	120.53

	119.87

	0.55


	2

	175.76

	176.41

	0.36

	139.05

	138.36

	0.50

	108.82

	108.21

	0.56


	3

	147.13

	148.29

	0.79

	111.29

	110.63

	0.59

	86.47

	85.96

	0.58


	4

	99.50

	100.76

	1.26

	72.06

	71.56

	0.69

	55.58

	55.25

	0.60


	5

	35.38

	35.94

	1.57

	24.96

	24.77

	0.75

	19.16

	19.05

	0.59


	Tableau 2.3



 

La comparaison des résultats numériques et analytiques aux différents instants de temps est montré sur les figure 2.1 et 2.2.

[image: image213.png]

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.2 : Comparaison des résultats numériques et analytiques

aux différents instants de temps(méthode explicite)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.3 : Comparaison des résultats pour différents pas de temps   (méthode explicite)

 

Exercice 2.2

Résoudre le problème de l’exercice 2.1 en utilisant un schéma totalement implicite et comparer les résultats avec ceux calculés par la méthode explicite, pour un pas de temps de 8 s.

Solution

Schéma implicite

Pour les nœuds intérieurs (2 ,3 et 4) l’équation discrétisée est :

[image: image212.png](2.20)

Avec : [image: image214.png]

Nœud 1 : [image: image215.jpg]

[image: image216.png]  (2.21)

Nœud 5 : [image: image171.png]

[image: image172.png] (2.22)

 

 

	Â Â NÅ�ud

	[image: image169.png]

	[image: image217.png]

	[image: image173.png]

	[image: image218.png]


	1

	0

	

	

	[image: image219.png]


	2,3,4

	

	

	0

	0


	5

	

	0

	[image: image176.png]

	



Application numérique :



[image: image175.png]

Après la substitution des valeurs numériques, dans les équations (2.20), (2.21) et (1.22), on obtient :

Nœud 1 : [image: image220.png]

Nœuds 2 ,3 ,4 : [image: image221.png]

Nœud 5 : [image: image222.png]

Finalement, on obtient le système d’équation suivant :

[image: image223.png]=[image: image224.png]

La comparaison des résultats numériques obtenus par les deux schémas (implicite et explicite ) avec la solution analytiques est illustré sur les figure 2.4.

 

	 

	Temps (t=40s)

	Temps (t=80s)

	Temps (t=120s)


	NÅ�uds

	Solution exacte

	Solution NumÃ©rique

	Erreur relative (%)

	Solution exacte

	Solution NumÃ©rique

	Erreur relative (%)

	Solution NumÃ©rique

	Solution exacte

	Erreur relative (%)


	1

	188.39

	187.38

	0.51

	153.33

	153.72

	0.70

	121.52

	119.87

	1.42


	2

	175.76

	176.28

	0.29

	139.05

	139.79

	1.03

	109.78

	108.21

	1.24


	3

	147.13

	150.04

	1.97

	111.29

	112.38

	1.57

	87.33

	85.96

	1.59


	4

	99.50

	103.69

	4.20

	72.06

	73.09

	2.13

	56.20

	55.25

	1.71


	5

	35.38

	37.51

	6.02

	24.96

	25.38

	2.64

	19.39

	19.05

	1.78



 

 

[image: image225.png]

Figure 2.4 : Comparaison des résultats numériques et analytiques

 

2.3 Extension au cas bidimensionnel dimensions

La méthode décrite précédemment permet une extension directe et simple au cas bidimensionnel.

[image: image226.png] (2.23)

Il convient de rappeler que dans ce cas, deux dimensions de l’espace, le volume de contrôle est constitué du produit "∆x.∆y ".

- Etape 1 : Maillage

On travaille sur une grille (non nécessairement uniforme) orientée positivement de gauche à droite et de bas en haut. Les notations pour le cas monodimensionnel sont reprises directement pour le cas bidimensionnel avec toujours P le point central et cette fois N (pour Nord) le point immédiatement supérieur, et S (pour Sud) le point immédiatement inferieur.

[image: image227.png]

 

 

 

 

 

 

Figure 2.5 : Zone d’intégration de la méthode aux volumes finis pour un problème 2D

 

Etape 2 : Discrétisation

L’intégration de l’équation (2.23) autour du volume de contrôle de centre P donne :

[image: image228.png] (2.24)

on utilise les égalités suivantes : Ae o Aw Δy et An y As Δx, nous obtenons :

[image: image229.jpg]  (2.25)

Où [image: image230.png] est une valeur moyenne du terme source S sur le volume de contrôle.

En utilisant les mêmes approximations centrées utilisées dans le paragraphe précèdent, nous posons :

- Le flux à travers la face ouest : [image: image231.png]

- Le flux à travers la face est : [image: image232.png]

- Le flux à travers la face nord : [image: image233.png]

- Le flux à travers la face sud : [image: image008.png]

Et l’équation (2.25) devient :

[image: image234.png]  (2.26)

En linéarisant le terme source comme précédemment et en arrangeant l’équation, nous obtenons la forme suivante :

[image: image235.png] (2.27)

Avec : [image: image236.png]  (2.28)
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Les volumes de contrôle étant choisis réguliers, on peut supposer que le nœud P occupe une position d’indice (i,j), le nœud W, la position d’indice (i-1,j), le nœud E, la position d’indice (i+1,j), le nœud S, la position d’indice (i,j-1), le nœud N, la position d’indice (i,j+1), L’équation (2.28) peut donc se mettre sous la forme suivante :

  (2.29)

La résolution de ce système matriciel peut encore se faire par l’algorithme TDMA. Il suffit pour cela de se ramener à un système unidimensionnel sur une ligne ou sur une colonne. Par exemple sur une ligne on peut écrier :

   (2.30)

Avec    (2.31)

Ce système est résolu directement par l’algorithme TDMA et ceci pour toute les lignes. Puis, il suffit de répéter le processus mais cette fois-ci pour les colonnes :

  (2.32)

Avec [image: image251.png] (2.33)

Cette technique à l’avantage d’éviter la construction et la résolution de systèmes matriciels qui peuvent avoir des dimensions importantes.
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