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PRESENTATION DE L'OUVRAGE

Ce livre est I'aboutissement d'une recherche conduite dans le
but de mieux comprendre les nombres - ceux que I'on apprend a
I'école - et ainsi faciliter leur apprentissage et leur enseignement.

Les premieres clarifications ont porté sur la distinction entre
nombres et numéros, puis entre les nombres et leurs
désignations!. Elles avaient déja été exposées dans un précédent
livre?. Elles sont reprises dans le présent ouvrage.

Toutefois en approfondissant la notion de "nombres", il est
apparu que ceux-ci ne sont pas tout a fait ce que l'on croit
habituellement. Ce sont des entités plus "sauvages" qu'l n'y
parait, si bien que leur domestication a nécessité une innovation
assez particuliere. C'est I'aventure étonnante qui est présentée
dans ce livre. On y rencontrera d'abord des notions classiques,
comme celle de quantité, mais abordées sous un angle un peu
inhabituel. Au passage on fera appel a certains concepts plus
généraux, comme celui d'identification® des objets, en relation
avec leurs désignations. Il s'agit la de notions rarement
approfondies, alors qu'elles sont essentielles en matiere de
connaissance et d'apprentissage.

Puis apparaitront d'autres notions, franchement nouvelles,
nécessitées par cette approche renouvelée des nombres. Enfin
seront abordées certaines questions spécifiques, comme le calcul,
sur lesquelles regnent encore quelques malentendus : Qu'est-ce
exactement que le calcul ? Dans quels cas cette pratique - distincte
des opérations - devient-elle nécessaire ... et d'abord possible ?

! Une désignation est un signe matériel (un nom, prononcé ou écrit, mais aussi
une image, un dessin, etc.) utilisé pour faire référence a un objet, notamment
lorsque celui-ci est absent. Voir la rubrique "désignation" dans le glossaire.

2 Titre : "FaAché avec les nombres". 11 existe également une vidéo sur YouTube
(méme titre, durée 15mn), qui permet de bien visualiser ces distinctions.

3 On trouvera l'explicitation de cette notion dans le corps du livre au chapitre
correspondant, ou bien dans le glossaire en fin d'ouvrage.
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Je me suis efforcé de rendre ce livre facile a lire pour toute
personne intéressée par ce sujet. Pour cela la présentation des
diverses notions est progressive, et elles sont toujours visualisées
avant d'étre désignées, de fagon que le lecteur puisse d'abord les
percevoir clairement avant d'en entendre parler avec des mots.

On rencontrera néanmoins quelques analyses assez
approfondies. Elles étaient nécessaires, pour justifier ou expliciter
certains aspects de cette nouvelle approche. C'est au lecteur qu'il
appartiendra d'apprécier, au cas par cas, l'opportunité pour lui de
les suivre dans le détail.

La principale difficulté me semble résider dans la nouveauté
du point de vue, alors que ce sujet, celui des nombres qu'on
apprend a 1'école, pouvait paraitre ne plus receler de mystere.
Pour cette raison je propose au lecteur de faire provisoirement
abstraction de ce qu'il a pu apprendre sur le sujet, et d'aborder
cette lecture avec un regard neuf, comme s'il s'agissait d'un
domaine nouveau pour lui. Bien entendu, au bout du compte il
finira par retrouver ce qu'il savait sur les nombres. Mais peut étre
en aura-t-il une compréhension nouvelle. En tout cas, avec cette
absence d'a priori, le voyage devrait lui paraitre plus intéressant.

Enfin je précise que ce livre ne constitue pas par lui-méme une
méthode d'apprentissage des nombres et du calcul. Cest la
présentation générale d'une nouvelle approche de ce domaine.
Bien entendu elle a vocation a déboucher sur une démarche
d'apprentissage adéquate. Celle-ci existe. Elle a été développée,
accompagnée du matériel pédagogique approprié.

On trouvera au tout début du livre un plan général de
I'ouvrage, et a la fin plusieurs annexes qui peuvent étre utiles,
dont notamment :

o un glossaire énongant les définitions de termes techniques ou
inhabituels utilisés,

o un index permettant, pour un certain nombre de mots clés,
d'en retrouver les occurrences dans le corps du texte,

o enfin un plan détaillé de I'ensemble de I'ouvrage.
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CHAPITRE 1-1

LES QUANTITES ET LES NOMBRES

1-1-1 — UN UNIVERS DE QUANTITES

Qu'est-ce qu'une quantité ? Qu'est-ce qu'un nombre ?

Une gquantité est un aspect que l'on peut percevoir sur les
objets. Par exemple sur une table on peut voir sa longueur, sa
largeur ou sa surface — ce sont des quantités, au méme titre que le
volume d'une bouteille, ou le poids d'un colis :

Ce qui caractérise les quantités, c'est qu'on peut les comparer
sous l'angle plus ou moins avec d'autres quantités semblables
observées sur d'autres objets (ou sur les mémes). Par exemple
« Cette table est beaucoup plus longue que large », autrement dit
"sa longueur (quantité) est plus grande que sa largeur (quantité)".
Autre exemple : « Le salon (surface) est beaucoup grand que la
chambre (surface) ».

Cette notion de quantité est tres importante, car c'est un des
criteres les plus fréquent sur lesquels nous fondons nos décisions
dans la vie. De quelle facon ? Par des comparaisons entre ces
quantités — "plus grand" ou "plus petit", ou encore "égale", qui est
sans doute le résultat de comparaison le plus fréquemment
recherché.

La notion de comparaison est ainsi au fondement de la
quantité et de sa perception.

Dans ce contexte qu'en est-il des nombres ? Et d'abord qu'est-
ce qu'un nombre ? C'est aussi une "quantité", mais qu'on pergoit
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Premiere partie - Chapitre 1-1

sur un groupe d'objets. Lorsqu'on regarde un groupe de pommes
tout le monde pergoit qu'il y a la un nombre : un nombre de
pommes. C'est une quantité de pommes :

.
309

Ainsi sur un groupe on peut percevoir une quantité d'un
certain type, qu'on appelle un nombre. C'est un aspect de ce
groupe d'objets, une de ses propriétés, au méme titre que sa
couleur ou I'étendue qu'il occupe.

Comme toutes les quantités, les nombres eux aussi servent a
faire des comparaisons : « Il y a plus de pommes dans ton panier
que dans le mien ». Toutefois ces quantités "nombres" sont d'une
nature tres différente de celles qu’on associe a des objets uniques,
comme les longueurs ou les poids.

Ainsi, on trouve dans la nature deux grande catégories de
quantités. Nous allons y revenir dans un instant.

Notons tout de suite qu'a la comparaison, comme notion
directement liée aux quantités, il faut en ajouter une seconde, elle
aussi tres importante : ]'addition. Par exemple lorsqu'on met deux
tables bout a bout, leurs longueurs ou leurs surfaces
s'additionnent, de méme que lorsqu'on regroupe deux paquets de
bonbons : leurs nombres d'additionnent.

Il existe des quantités qui peuvent se comparer, mais pas
s'additionner, comme les intensités des parfums. Dans toute la
suite nous ne nous intéresserons qu'aux quantités qui peuvent a
la fois se comparer et s'additionner.

Deux types fondamentaux de quantités : les quantités

compactes et les quantités granulaires

Dans la nature on rencontre donc deux types de quantités :

e Un premier type : celles qui apparaissent d'un seul tenant, sur
des objets uniques, comme la longueur d'une table ou le poids
d'une chaise. Nous les appellerons les quantités compactes.
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Premiere partie - Chapitre 1-1

Leur grandeur tient a I'étendue qu'elles occupent ou a
l'intensité que 1'on pergoit. Exemples :

TR

Longueurs (compactes) Surface (compacte)

Ces quantités sont dites compactes parce qu'en leur sein on ne
distingue aucunes parties ou morceaux séparés. Clest
pourquoi nous les qualifions également de continues, parce
qu'on ne percoit en leur sein aucune rupture, aucune

fragmentation.

Il y a de nombreux types de quantités compactes : longueur,
surface, poids, etc. Chacune d’elle est pergue d'une fagon qui
lui est propre : sur un objet matériel (comme un ballon), la
perception de sa surface est tres différente de celle de son
volume, ou encore de son poids.

Puis il y a le second type de quantité, qui apparait sur des
groupes constitués de plusieurs éléments séparés, et que nous
appelons les nombres :

2@ _d. w '.. o

i‘@’“ ® °® O: o

@d"s 3' K o. ‘e o® ©
o

Contrairement aux quantités compactes, qui sont d'un seul
tenant, les nombres ont une structure granulaire, ils sont
constitués de multiples fragments. De ce fait le mode
d’évaluation de leur "grandeur” est tres différent de celui des
quantités compactes. Ceci constitue une grande différence de
nature entre ces deux approches de la quantité. Nous allons y

revenir.
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Premiere partie - Chapitre 1-1

Terminologie : quantité et grandeur

Les deux termes "quantité” et ”grandeur” ont des significations tres
proches. En fait ils sont presque synonymes. Pour faire référence au type
de quantité observée sur I'objet (longueur, poids, etc.), on utilise plutot
le terme de grandeur. Mais on emploie aussi couramment ce meme mot
pour faire référence a son importance, son intensité (ou sa taille, son
étendue, sa mesure, etc.). Si bien que dans les faits ces deux termes sont
communément employés avec ces deux significations.

Exemples de quantités compactes

On rencontre dans la nature de nombreuses sortes de
quantités (ou de grandeurs) compactes. On peut en observer
plusieurs types sur un méme objet : sa longueur, sa surface, son
poids, sa densité, etc. L'appréhension de ces quantités compactes
passe par nos perceptions physiques - principalement la vue,
éventuellement le toucher. Exemples de grandeurs compactes :

- lalongueur, la largeur, la hauteur, la profondeur, etc.

- les surfaces, régulieres (carré, rectangle, etc.) ou non
régulieres (tache, carte, etc.), planes (table, mur, etc.) ou non
planes (ballon, bouteille, etc.),

- les volumes, réguliers (cubes, cylindre, sphere, etc.) ou
irrégulier (ampoule, télévision, légumes, etc.)

Volume
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Premiere partie - Chapitre 1-1

- mais aussi les "angles" - c'est "l'écartement angulaire” entre
deux demi-droites, par exemple l'angle d'une part de gateau,
l'angle d'ouverture d'une porte, etc.

¢
A e =

Puis il y a d'autres grandeurs physiques, comme le poids, la
densité, etc. Enfin il y a encore d'autres sortes de quantités, de
nature moins évidente, comme par exemple les proportions.

Une spécificité importante de ces quantités compactes, c'est
qu'elles sont toutes de nature différente. Et on ne peut comparer
entre elles que des quantités de méme nature (les longueurs avec
les longueurs, les poids avec les poids, etc.).

Les quantités granulaires : les nombres

Pour ce qui est des nombres, 1'existence d'un groupe composé
d'éléments séparés ne suffit pas a en faire naitre
automatiquement la perception. Pour que I'observateur puisse en
voir un, il faut que parmi les éléments constituant le groupe - par
exemple des pommes, ou des fruits, ou des articles
d'alimentation, il en considere plusieurs comme équivalents entre
eux en termes de quantité (du point de vue du décompte qu'il
veut en faire). Alors ces éléments constitueront a ses yeux des
unités (semblables entre elles), et c'est la quantité de ces unités
qui constituera le nombre.

Le fondement de la notion de nombres : l'unité

Surgit alors la question absolument essentielle du type d'objet
choisi comme unité par l'observateur. Dans un groupe de
pommes les seuls objets présents sont des pommes, et ce sont
donc les seuls qui peuvent étre pris comme unités pour pouvoir
observer un nombre dans ce groupe. Mais dans un panier
contenant des pommes, des poires et des fromages :
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Premiere partie - Chapitre 1-1

c'est a l'observateur qu'il appartient de choisir :

e sic'estle nombre de pommes qui l'intéresse (unité = pomme)
// l:'i) ‘ € s\\\ // . s\\\
i P = = ‘.‘ ': ‘.‘
L@, g @ o/
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[ ]

ou encore si c'est le nombre total d'articles d'alimentation qu'il
veut considérer (unité = pomme, poire ou fromage).

Selon le choix de I'unité le nombre sera différent. Le fondement

de lanotion de nombre est donc I'unité, et le nombre est la relation
entre :

e l'unité, percue individuellement (tout en étant présente en de

multiples occurrences différentes dans le groupe)
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Premiere partie - Chapitre 1-1

e etlaglobalité du groupe, en tant que constituée de "plusieurs”
de ces "unités".

Cette relation est caractéristique du nombre. Sa perception
nécessite évidemment une conscience claire de ces deux notions :

v' l'unité

v' et la globalité, regroupant plusieurs unités.

Dans un groupe d'objets aucun d'eux ne va s'imposer de lui-
méme en tant "qu'unité" pour un observateur particulier. C'est
chaque observateur qui, dans une situation donnée, va
déterminer quels objets vont constituer pour lui des unités. Ainsi
dans une école, pour les enseignants les enfants constituent des
"unités". Mais les classes completes constituent aussi pour eux
des "unités de compte", tandis que les surveillants pourront
considérer, eux, que ce sont les groupes d'enfants dans la cour qui
sont les "unités de compte" importantes :

L ]
Unités Nombre ! °

[ ]
"enfants" : e denfants: . ®
5

@ @ Unités Nombre de OSDO
"sous-groupes" : "sous-groupes" : Q Q O
Il est clair que le choix de l'unité détermine directement le
nombre percu.

On voit dans cet exemple qu'on peut considérer comme
"unités de compte" certains sous-groupes d'objets alors qu'ils ne
comportent pas tous le méme nombre d'unités "de base" (les
différentes classes, ou les groupes dans la cour, ne comportent
pas tous le méme nombre d'enfants — unités de base). Nous
verrons d'autres cas dans lesquels, au contraire, les différentes
"unités de compte" seront caractérisées par le fait qu'elles
comportent toutes, nécessairement, le méme nombre d'unités de
base. Ce sera le cas pour la construction des systemes de
numération.
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Cette question des unités de compte est essentielle, car pour
l'application des nombres et des calculs aux situations concretes
on constatera que le choix et la définition des unités (ou unités de
compte) constituera une étape déterminante, d'abord dans
I'analyse de la situation puis dans le traitement du probleme.
C'est pourquoi il est tres important d'amener assez tot les enfants
a bien clarifier et approfondir cette notion d'unité dans un groupe
d'objets. Toutefois elle ne devrait pas étre approfondie dans sa
complexité avant qu'ils aient acquis une familiarité suffisante
avec la notion de nombre.

Similitudes et différences entre quantités compactes et
granulaires

On voit que la perception de la quantité numérique granulaire
— du nombre — est de nature tres différente de celle des quantités
compactes. Elle est tout aussi naturelle a l'esprit humain, mais
nettement moins immédiate et spontanée. C'est pourquoi elle
nécessite un certain entrainement pratique.

Un aspect important de cette différence entre quantités
compactes et nombres, c'est qu'alors qu’il y a de nombreuses
sortes de quantités compactes de nature différente : longueur,
poids, volume, etc.,, pour ce qui est des groupes (quantités
granulaires), quelle que soit la nature des éléments qui les
constituent — des pommes, des personnes ou des voitures, le
nombire, lui est toujours de la méme nature. Il n'y a qu'une seule
sorte de nombre. Si bien que contrairement aux quantités
compactes, qu’on ne peut pas comparer entre elles si elles ne sont
pas de méme nature, on peut toujours comparer entre eux les
nombres de groupes d'objets de nature différente : un nombre de
bonbons a un nombre d'enfants, un nombre de voitures a un
nombre de places de parking, etc.

Par ailleurs nous avons vu que pour les quantités compactes
leur "taille" tient a leur étendue ou leur intensité. C'est donc la un
aspect que tout un chacun percoit immédiatement, directement,
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Premiere partie - Chapitre 1-1

sans aucun effort particulier. Tandis que pour les nombres
I'étendue occupée par le groupe d'objets sur lequel on les voit
n'est pas du tout indicative de leur "quantité" en tant que
nombre : on peut percevoir un nombre tres grand sur un groupe
occupant un espace tres restreint (comme le nombre de grains de
riz dans un sac), ou au contraire un nombre petit sur un groupe
occupant un espace tres grand (comme le nombre des joueurs sur
un terrain de football).

E>
E~>
E~>

. « “& O
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7 i [

Cela veut dire que la grandeur "numérique” des nombres est
de nature tres différente de la grandeur simple et directe des
quantités compactes (comme les longueurs ou les poids). Elle
n'est pas équivalente a l'espace qu'occupent physiquement les
groupes qui les portent. Leur perception est de nature différente.

Et évidemment, cette différence dans le mode d'appréhension
des quantités numériques va se retrouver dans la fagcon dont on
va les comparer.

Pour les quantités compactes, leur comparaison se fait par des
rapprochements, voire des superpositions lorsque c'est possible :
comparaison visuelle des grandeurs géométriques (longueurs,
surfaces, volumes), ou des rapprochements dans le temps pour
comparer des poids, en comparant les sensations musculaires,
etc.

Tandis que pour les nombres cette comparaison devra étre
conduite selon un autre procédé, plus complexe, mais
parfaitement adapté a la configuration particuliere des nombres :
I'appariement une par une des unités de chacun des deux

nombres :
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Premiere partie - Chapitre 1-1

Comparaison de Comparaison de
quantités compactes quantités granulaires
(nombres)
\

%

C'est comme cela — et uniquement comme cela - que se fait la

comparaison entre deux nombres : par le procédé d'appariement

entre les deux groupes-nombres, unité par unité. Selon le résultat

de cet appariement on peut alors constater :

- soit qu'il s'agit du méme nombre (ou que les deux nombres
sont égaux) - lorsque toutes les unités ont été appariées
exactement dans les deux groupes,

- soit que l'un est plus petit que I'autre : lorsque toutes les unités
du premier ont été appariées, et qu'il en reste quelques-unes
non appariées dans le second.

Le présent ouvrage a pour objet d'explorer la notion de
nombre. Mais les nombres ne sont qu'une sorte particuliere de
quantité, et s'ils ont leur spécificité propre, ils ne peuvent étre
totalement dissociés des autres types de quantité. D'autant que ce
sont eux qui vont permettre d'en acquérir la maitrise. C'est
pourquoi dans cette étude, bien que nous traitions
principalement des nombres, nous serons amenés a parler de
leurs relations avec les autres types de quantités.

Maintenant, avant d'entrer dans le vif du sujet, il va nous étre
indispensable de clarifier deux notions jumelles, essentielles pour
toute démarche de connaissance, et particulierement celle des
nombres : lidentification et la reconnaissance des objets, en

relation avec une troisieme notion, celle de désignation.
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